


算术平均亚式期权 RQMC定价中的路径构造

1 引言

1.1 研究背景

许多衍生品价格可以表示为风险中性测度下贴现收益的期望。若收益只依赖到期

价格，经典模型往往允许直接计算；若收益依赖整条路径，定价便转化为多维数值积

分。离散算术平均亚式看涨期权使用多个监测价格的算术平均，其分布涉及相关对数

正态变量之和，通常缺少与离散几何平均期权同样简洁、便于直接使用的闭式价格。

这里的表述并不排除近似、积分表示或其他特殊处理，而是说明模拟方法在该问题中

具有明确的计算角色。

金融蒙特卡洛研究已经形成普通抽样、控制变量及 QMC/RQMC等成熟工具[1-2]。

几何平均亚式期权还为算术平均收益提供了经典控制变量[3-4]。本文关注同一组随机

化 Sobol坐标经不同布朗路径映射后，有限样本误差、结构诊断与计算成本如何共同
变化。

金融 QMC应用的早期研究可见文献[5]，QMC/RQMC在金融计算中的方法与应
用可参见文献[6]的系统综述。[7]、[8]和[9]从不同角度研究路径构造或高维路径依赖定价。

控制变量方面，[4]、[10]、[11]、[12]及[13]提供了 Asian收益控制与综合方差缩减背景。对于仅
能获得摘要的文献，本文不据此判断其是否包含某项具体实验设计。

1.2 相关研究

RQMC的表现不仅取决于点数和名义维数，还取决于被积函数的重要变化是否
集中在低序号坐标。直接增量构造按时间顺序把坐标分配给独立增量；布朗桥优先生

成终点和较大时间尺度的中间点；PCA则按布朗协方差矩阵特征值从大到小分配输
入。三种构造都生成协方差相同的离散布朗向量，理论价格不因构造而改变，但同一

有限 Sobol点集在三种坐标系统中的积分误差可以不同。
这一区分也要求谨慎使用 “有效维数”。监测数 m只是名义维数；路径映射矩阵

前几列解释的线性方差，是路径层的结构量；收益函数的截断有效维数还要经过指数

资产映射、算术平均和正部函数。PCA按特征值排序直接优化前者，却不自动优化后
者。[14]已在算术亚式期权中并列比较直接增量构造、布朗桥和 PCA，并报告路径累计方
差与收益截断有效维数；[15]、[8]及[16]进一步说明路径构造效果依赖具体收益结构。[17]还

在随机化重复中讨论路径生成成本。因此，三种构造及其有效维数解释并非本文提出。

控制变量与随机化重复同样已有直接先例。[18] 研究 QMC控制变量和独立随机化
重复；[19]明确讨论路径构造与控制变量的联合使用；[20]把 QMC与几何控制变量用于算
术平均亚式期权。[21]以及[22]则把 GSA、有效维数、路径构造和计算表现置于更广的期
权研究中。本文对这些工作作补充，而不是以组合经典模块主张方法新颖性。

表 1代表性最近邻文献与本文实验设计的对照
代表性研究已经分别讨论路径构造、有效维数、随机化重复、控制变量及时间效

率。与这些工作相比，本文的重点是在统一的共享随机输入设计下，对三种构造进行
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表 1 代表性最近邻文献与本文实验设计的对照

文献 Asian案例 路径构造 随机化重复 CV 收益有效维数 配对区间 参考传播 时间效率

[14] 算术型 三种 是 否 是 未报告 否 是
[18] 算术型 否 是 是 否 未报告 否 资料不足
[15] 路径依赖 BB/PCA 资料不足 否 是 未报告 否 资料不足
[8] 高维 Asian 三种 资料不足 否 是 未报告 否 是
[19] 加权算术型 三种 QMC 是 是 未报告 否 是
[16] 加权算术型 三种 QMC 否 是 否 否 资料不足
[17] 算术型 三种 是 否 否 未报告 否 是
[21] 含 Asian 三种 是 否 GSA 未报告 否 是

注：“资料不足”表示现有可得材料不足以判断相应设计要素，不等同于该要素不存在。

重复级配对比较，并在同一参数网格中同时报告收益截断有效维数、配对误差区间、

参考价格不确定性传播和在线计算效率。

1.3 研究问题与本文定位

本文在实验设计阶段预先设定五个研究问题：

1. RQ1：在相同 Sobol点、名义路径数和合约参数下，布朗桥与 PCA相对直接增
量构造是否降低 RQMC的 RMSE？

2. RQ2：路径构造的改善是否随监测数m ∈ {12, 52, 252}变化？
3. RQ3：路径构造在纯 RQMC与 RQMC+几何控制变量中的相对改善是否一致？
4. RQ4：误差变化能否由路径线性方差集中或收益截断有效维数提供结构性解释？
5. RQ5：在本文预先规定的在线运行时间口径下，计入路径映射和收益计算成本
后，RMSE排序与 RMSE2×平均运行时间排序是否发生变化？

原始研究协议对 RQ5使用了较宽泛的“计算成本”表述。正式实验的效率判定严
格依据预先确定的在线计时指标，不包含一次性的布朗桥计划生成和 PCA分解。因
此，本文关于 RQ5和 H5的结论仅对应当前实现下的热缓存在线计算口径。

1.4 本文贡献与结构

本文提供三方面补充证据。第一，共享随机输入使三种路径构造能够在重复层面

配对，并以平方误差差和配对 Bootstrap区间评价方法差异。第二，同一案例并列路
径映射线性方差集中和收益截断有效维数，展示两类诊断与有限样本误差之间一致及

不一致的部分。第三，本文联合比较纯 RQMC与 RQMC+CV，并在配对分析中传播
数值参考的不确定性。加入几何控制变量后，布朗桥和 PCA相对直接增量构造的误
差改善仍然存在；在本文采用的在线计时口径下，计算成本差异未改变 RMSE排序。
这些结果为经典路径构造在统一有限样本设计下的比较提供了可复现证据。
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第 2节说明模型、控制变量、RQMC与三种路径构造；第 3节界定路径方差和有
效维数；第 4节给出配对实验、参考价格和假设判定；第 5节报告结果；第 6节讨论
稳健性与边界；第 7节总结。早期五种基础估计器比较作为研究背景列入附录，不作
为当前路径构造假设的正式检验。

2 模型与估计方法

主要符号说明

符号 含义 符号 含义

S0 初始资产价格 K 执行价格

r 无风险利率 σ 年化波动率

T 到期时间 m 监测次数

N RQMC路径数 Wt 标准布朗运动

Am 离散算术平均价格 Gm 离散几何平均价格

Y 算术亚式期权贴现收益 X 几何控制变量

dtrunc 截断有效维数 RMSE 均方根误差

2.1 风险中性 GBM模型
风险中性 GBM、显式解与精确离散分别见式(2.1)–式(2.3)。
在风险中性测度 Q下，标的资产遵循无股息、常参数几何布朗运动

dSt = rSt dt+ σSt dWt, (2.1)

其中 S0 > 0、r、σ和Wt分别为初始价格、连续复利无风险利率、年化波动率和

标准布朗运动。其显式解为

St = S0 exp
[(

r − σ2

2

)
t+ σWt

]
. (2.2)

在等距网格上，代码使用同一解对应的精确一步转移

Stj = Stj−1
exp
[(

r − σ2

2

)
∆t+ σ

√
∆t Zj

]
, ∆t =

T

m
, Zj ∼ N(0, 1). (2.3)

2.2 离散算术平均亚式期权

监测网格、算术平均与贴现收益的数学口径见式(2.4)和式(2.5)。
监测时点为
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tj =
jT

m
, j = 1, . . . ,m, (2.4)

初始价格 S0不计入平均。离散算术平均及固定执行价看涨收益为

Am =
1

m

m∑
j=1

Stj , Y = e−rT (Am −K)+. (2.5)

所有方法估计 CA = EQ[Y ]，贴现只应用一次。本文不考虑随机波动率、跳跃、交

易成本、市场校准或参数估计误差。

2.3 几何平均控制变量

几何平均、解析控制期望和同样本控制变量估计分别见式(2.6)、式(2.10)和
式(2.11)。
离散几何平均及其贴现收益为

Gm =

(
m∏
j=1

Stj

)1/m

, X = e−rT (Gm −K)+. (2.6)

由于 logGm为联合正态变量的线性组合，令

µG = E[logGm] = logS0 +

(
r − σ2

2

)
T (m+ 1)

2m
, (2.7)

vG = Var(logGm) = σ2T
(m+ 1)(2m+ 1)

6m2
. (2.8)

当 vG > 0时，定义

d1 =
µG − logK + vG√

vG
, d2 =

µG − logK
√
vG

, (2.9)

则控制变量的解析期望为

µX = E[X] = e−rT
[
eµG+vG/2Φ(d1)−KΦ(d2)

]
. (2.10)

当 σ = 0时使用确定性极限 e−rT max{S0e
rT (m+1)/(2m) − K, 0}，避免对零方差除

法。本文使用同一次随机化内的样本协方差与样本方差估计

β̂ =

∑
i(Yi − Ȳ )(Xi − X̄)∑

i(Xi − X̄)2
, ĈCV = Ȳ − β̂(X̄ − µX). (2.11)

没有独立 pilot样本。因而同样本 β̂ 带有有限样本随机性，本文不声称估计量在

有限样本下严格无偏。算术—几何收益的高相关性解释控制修正为何可能有效，但相
关性本身不是控制变量必然降低误差的理论证明。
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2.4 随机化 Sobol准蒙特卡洛
随机化数字网的方差性质参见[23]。本文采用左线性矩阵随机化与数字随机移位，

并按二次幂样本量生成随机化 Sobol点。均匀点经端点保护后按式(2.12)映射为标准
正态输入。

Zr,i,j = Φ−1(Ur,i,j). (2.12)

第 r个 scramble产生一个完整价格估计；经验 SD、RMSE和 Bootstrap都以 100
个独立 seed对应的随机化点集为重复单位，不把点集内部单点视为 IID观测。本文只
有四个 N 水平，不估计或宣称渐近收敛阶。

2.5 三种布朗路径构造

2.5.1 直接增量构造

令 ∆t = T/m。直接增量构造按时间顺序生成

∆Wj =
√
∆t zj, Wtj =

j∑
ℓ=1

∆Wℓ. (2.13)

等价地，W = Adirz，其中

(Adir)jℓ =
√
∆t 1{ℓ ≤ j}. (2.14)

因此前部 Sobol坐标主要控制早期独立增量；第 j 个坐标并不被重新排序。

2.5.2 布朗桥构造

布朗桥先用第一个坐标生成终点 WT =
√
Tz1。给定两个已知端点 tl < tk < tr，

中间点条件分布为

Wtk | Wtl ,Wtr ∼ N

(
tr − tk
tr − tl

Wtl +
tk − tl
tr − tl

Wtr ,
(tk − tl)(tr − tk)

tr − tl

)
. (2.15)

对任意正整数m，实现依次选择跨度最大的未完成区间，再选择最接近区间中点

的监测节点；并列按左端时间和较小时间索引打破。这个确定性顺序把终点和较大时

间尺度变化优先分配给低序号坐标，但不预设收益有效维数一定下降。

2.5.3 PCA构造

离散布朗运动协方差矩阵为

Σij = min(ti, tj). (2.16)

对其作对称特征分解

6



算术平均亚式期权 RQMC定价中的路径构造

Σ = QΛQ⊤, λ1 ≥ · · · ≥ λm ≥ 0, (2.17)

并定义

APCA = Q diag(
√
λ1, . . . ,

√
λm), W = APCAz. (2.18)

坐标按特征值降序进入主成分，特征向量符号按最大绝对元素为正的规则确定。

PCA直接集中的是布朗路径协方差的线性方差，而不是包含指数映射、算术平均和正
部函数后的收益 ANOVA有效维数。

三种构造均可写为W = Acz，并满足 AcA
⊤
c = Σ。它们只改变坐标映射，不改变

目标布朗运动分布、合约、贴现、收益函数或控制变量公式。

3 路径方差集中与有效维数

3.1 名义维数与路径映射

本文严格区分四个概念：名义维数是标准正态输入坐标数并等于m；路径线性方

差集中是映射矩阵前 k列贡献的路径总线性方差比例；收益截断有效维数是前 k坐标

闭合 ANOVA效应达到阈值所需维数；叠加有效维数则针对低阶交互 ANOVA分量，
本文不作估计。前两项是路径或输入层结构，收益截断有效维数由 IID pick-freeze估
计并带定位括区，三者不得相互替代。

令 f ∈ L2定义在乘积概率空间上，其 ANOVA分解为

f(z) =
∑

u⊆{1,...,m}

fu(zu), Var(f) =
∑
u ̸=∅

σ2
u, σ2

u = Var(fu). (3.1)

给定约定阈值 p ∈ (0, 1)，叠加有效维数和截断有效维数分别定义为

dsup(p) = min

s :
∑

0<|u|≤s

σ2
u ≥ pVar(f)

 , (3.2)

dtrunc(p) = min

s :
∑

u⊆{1,...,s}

σ2
u ≥ pVar(f)

 . (3.3)

[24]提出了 99%有效维数表述；该比例是分析约定，不是固定理论常数。本文的
数学定义和可变阈值写法以Wang与 Fang（2003）为主要依据，取 p = 0.99为主要阈

值、p = 0.90为辅助阈值，只估计截断维数，不估计叠加维数。

3.2 路径线性方差集中

对W = Az，定义
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Rpath
k (A) =

∑k
j=1 ∥A:,j∥22
tr(Σ)

. (3.4)

该比例按实际 Sobol坐标顺序累计，不对直接增量构造或布朗桥的列范数事后重
排。PCA情形下它等于前 k个特征值占总特征值之比。本文报告达到 90%和 99%的
最小坐标数，但只把它作为路径层结构诊断。

3.3 收益截断有效维数

主要被积函数固定为单条路径的贴现算术看涨收益 fc(z)。每个诊断批次使用两
个相互独立的 IID标准正态矩阵 A与 B，并构造

C(k) = (A1:k, Bk+1:m). (3.5)

前 k坐标的闭合方差效应估计为

Ŝclosed
1:k =

Ĉov(f(A), f(C(k)))

V̂ar(f(A))
. (3.6)

每个 “构造 ×监测数”组合使用 20个 IID批次，每批 213个 A/B样本对，并对批
次进行 10000次 Bootstrap；99%是主要阈值，90%是辅助阈值。

3.4 截断有效维数定位括区

单次随机化 Sobol点集没有被用作 IID诊断样本。初始评估网格为

{1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 192, 224, 240, 248,m} ∩ [1,m]. (3.7)

并仅在 99%均值曲线首次跨越的相邻已评估点之间递归加入整数中点；90%阈值
复用最终形成的同一网格。原始前缀曲线不裁剪、不强制单调。对每个已评估前缀 k，

在 20个批次上形成点态 95%百分位Bootstrap区间 [Lk, Uk]。给定阈值 p ∈ {0.90, 0.99}，
定位下界为 1 + max{k : Uk < p}（集合为空时取 1），定位上界为 min{k : Lk ≥ p}；
二者相同才报告单值，否则报告定位括区。下界可能不是实际评估点，括区也不是同

时置信区间。它是在稀疏评估网格和当前批次预算下对阈值位置的离散定位，不是对

1, . . . ,m逐整数搜索得到的精确最小维数，且不涉及整数插值、事后平滑或叠加有效

维数估计。

4 实验设计

4.1 参数设置

研究问题、方向性假设、路径构造定义和判定规则均在算法实现前预先设定。随

后仅依据先导测试确定重复预算、分块和参考方案，未改变研究方向、参数网格或评

价指标。
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基准合约取 S0 = K = 100、r = 0.03、σ = 0.20 和 T = 1。平值设置减少深

度实值时近线性收益或深度虚值时稀疏正收益对路径构造基准比较的干扰；一年期

限和 20% 波动率提供中等幅度的常用数值案例，3% 的无风险利率只作固定计算输
入。监测数m ∈ {12, 52, 252}分别对应月度、周度与近似交易日监测；名义路径数为
N ∈ {210, 212, 214, 216}。三种路径构造分别与 RQMC、RQMC+CV组合，每个单元使
用 100个独立随机化重复。
这些参数不是市场校准，也不能代表所有执行价格、期限或波动率。早期 v0.1实

验曾考察部分金融参数敏感性，但不属于本次路径构造假设的正式证据。当前设计只

用于识别监测维数和数值映射下的有限样本差异，不研究合约横截面异质性。

Path construction

Direct | bridge | PCA

Path linear variance

Coordinate concentration

Payoff truncation

Grid-located bracket

Finite-sample evidence

RMSE | paired intervals |
time ratio

Joint diagnostic framework under shared randomized inputs

Undirected links denote jointly examined associations, not an identified causal chain.

图 1 共享输入下的联合诊断框架 / Joint diagnostic framework under shared inputs

如图1所示，图中的无方向虚线表示本文联合考察的结构关联，不表示路径构造
经由某项诊断导致误差变化，也不表示已识别的中介或因果链。

4.2 共享随机输入与配对设计

每个 “监测数 ×样本量 ×重复”块只生成一次随机化 Sobol矩阵及其逆正态输入。
三种路径构造和两种估计器共享随机化种子、输入点、合约参数与行顺序；方法名称

不参与随机化种子生成。三种构造只改变 Z 到W 的确定性映射，因而路径构造差异

可在重复层面严格配对。

4.3 Sobol随机化与重复单位
每个 (m,N, r)组合使用独立随机化种子；种子生成规则不依赖路径构造和估计

器，因此同一重复内的六个方法单元共享相同基础 Sobol输入。不同样本量分别生成
随机化点集，本文不将其解释为嵌套设计。具体种子映射与端点处理规则列入复现材

料。

纯 RQMC每个单元计算N 个算术收益；RQMC+CV还计算N 个几何收益，总收

益评价数为 2N。因此，两种估计器分别报告，其结果不作等计算成本比较。路径构

造之间采用相同分块策略；PCA分解和布朗桥索引计划可缓存，但矩阵乘法和在线路
径映射仍计入运行时间。具体字段和分块策略列入复现材料。
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4.4 数值参考及其不确定性

本文报告的经验偏差、平方误差和 RMSE均相对于监测数匹配的高预算数值参考
计算，而非相对于未知的理论真值。m = 12和m = 52采用早期基础实验中与当前参数

设置和数学口径一致的高预算数值参考；m = 252使用独立种子域的 PCA+RQMC+CV
主参考，并以直接增量构造 +RQMC+CV进行交叉检查。

三个监测数的参考均值约为 5.63170、5.36388和 5.29998，对应跨随机化标准误
约为 1.37× 10−5、1.74× 10−5和 9.52× 10−7。m = 252的 PCA主参考通过独立直接
增量构造交叉检查；完整预算、更多有效数字和接受门槛列在补充材料中。这些参考

价格仍属于数值估计，而非解析真值。

4.5 误差指标与配对 Bootstrap
对同一方法单元的 R = 100个独立随机化估计 Ĉr，以 Cref 表示对应监测数的高

预算数值参考。为简化记号，下文将相对于该数值参考计算的经验偏差记为 Bias：

Bias = R−1
∑
r

Ĉr − Cref, RMSE =

√
R−1

∑
r

(Ĉr − Cref)2, (4.1)

经验 SD使用样本标准差口径。主要效率指标为

RMSE2 × t, (4.2)

其中 t 是每次运行总时间的均值。路径构造相对直接增量构造报告 RMSE 比、
RMSE下降百分比、配对平方误差差及联合效率比。对候选构造 c和基准构造 b，这

些量明确为

∆MSE
c,b =

1

R

R∑
r=1

[
(Ĉc,r − Cref)

2 − (Ĉb,r − Cref)
2
]
, (4.3)

ρRMSE
c,b =

RMSEc

RMSEb

, Reductionc,b = 100(1− ρRMSE
c,b )%, (4.4)

ρeffc,b =
RMSE2

ctc

RMSE2
btb

. (4.5)

Bootstrap以完整六行 repetition块为单位联合重采样 10000次。具体地，每次复
制从 {1, . . . , R}有放回抽取同一个索引向量 (I∗1 , . . . , I

∗
R)，并将它同时用于三种路径构

造和两种估计器，再在重采样块上完整重算上述非线性统计量；95%区间取 2.5%与
97.5%经验分位数。只有 RMSE比区间上界低于 1且候选减直接增量构造的平方误差
差区间上界低于 0时，才称该单元的重复实验支持较低平均平方误差。这些区间是场
景边际区间，不是传统假设检验，也没有跨场景多重性调整。
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主分析先固定参考均值。稳健性分析对监测数 m 的参考随机化估计

C ref
m,1, . . . , C

ref
m,J 独立有放回重采样，形成

C ref,∗
m =

1

J

J∑
j=1

C ref
m,J∗

j
. (4.6)

同一 Bootstrap 复制中，同一 m 的全部方法和样本量共享该 C ref,∗
m ，而正式方法

重复仍按完整配对块重采样。固定参考与传播参考分别保存；若二者给出不同等级，

采用更谨慎判定。三个参考标准误分别约为同一监测数下最小观察 RMSE的 22.7%、
33.1%和 2.0%。因此尤其在m = 12, 52时，参考随机化误差不能自动忽略；正文的头

部 RMSE不使用超出该量级所支持的额外小数。固定参考和共同传播参考不确定性
的分析给出相同 H1—H5判定，说明结论对已建模的参考随机化处理稳定，而不是说
明参考价格没有误差。

4.6 预设研究假设

五项方向性假设及其操作规则在结果生成前确定。H1 和 H2 分别评价布朗桥、
PCA相对直接增量构造的中高维表现，并把区间条件与路径层诊断结合；H3比较不
同监测数下的对数 RMSE比；H4分别评价加入几何控制变量后的额外改善和改善幅
度收缩；H5只考察 RMSE排序与联合效率排序是否改变。完整门槛保留在附录。

H3 的预设规则只要求 32 个比较中至少一个边际区间不跨 0。由于该门槛较宽，
本文不以这一条件单独支持整体异质性结论，而同时报告实际满足条件的比较数量、

效应方向及参考价格传播后的结果，并明确这些区间未经多重性调整。

4.7 计算时间与效率指标

正式实验使用Windows 11、Python 3.12.7、NumPy 1.26.4和 SciPy 1.13.1。运行时
间结论因而只对应这一软件与硬件环境；完整配置和复现说明见补充材料。

5 实验结果

5.1 路径线性方差集中

布朗桥和 PCA把路径映射的线性方差集中到更少的前部坐标，而且这种差距随
监测数扩大（见图2）。在 m = 252时，直接增量构造达到 90%和 99%分别需要 173
和 228个坐标，布朗桥只需 4和 34个，PCA只需 2和 21个。
图 2中的累计比例是路径映射的线性结构量，不是收益函数的有效维数。
PCA在 90%阈值下的集中最强，布朗桥也明显改变了坐标分配。不过，这一结

果只涉及线性布朗路径；是否转化为收益误差改善，仍需收益层诊断和价格实验共同

判断。

11



算术平均亚式期权 RQMC定价中的路径构造

2 4 6 8 10 12
Leading coordinates

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Cu
m

ul
at

iv
e 

pa
th

 li
ne

ar
 v

ar
ia

nc
e

m = 12

0 10 20 30 40 50
Leading coordinates

m = 52

0 50 100 150 200 250
Leading coordinates

m = 252

Direct
Brownian bridge
PCA

图 2 三种路径构造的累计路径线性方差 / Cumulative path-level linear variance

5.2 收益截断有效维数定位括区

收益层诊断与路径层排序方向一致，但它揭示了路径指标不能表达的非线性效

果。表2报告 90%和 99%闭合前缀效应的点值或 Bootstrap括区。

表 2 收益截断有效维数的离散网格定位括区

m 构造 90%截断维数定位括区 99%截断维数定位括区

12 直接增量构造 5–8 9–11
12 布朗桥 2 5–7
12 PCA 1 2
52 直接增量构造 17–32 43
52 布朗桥 2 7
52 PCA 1 2
252 直接增量构造 129–192 201–208
252 布朗桥 2 7–8
252 PCA 1 2

注：单值表示上下界按预设规则重合；括区来自稀疏前缀网格的点态 Bootstrap区间，不等于逐整
数搜索或同时置信区间。

表中单值表示预设规则所得上下界重合，区间表示只能在最终稀疏评估网格上定

位。129和 201等定位下界不表示该前缀已经被直接评估；它们分别由最后一个区间
上限仍低于阈值的已评估前缀加一得到。没有对未评估整数插值，也没有把点态区间

解释为同时置信区间或强制曲线单调化。

最终评估前缀如下（D、B、P分别表示直接增量、布朗桥和 PCA）：
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m = 12 : D = {1, 2, 4, 8, 10, 11, 12},

B = {1, 2, 4, 6, 7, 8, 12}, P = {1, 2, 4, 8, 12};

m = 52 : D = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 42, 43, 44, 47, 52},

B = {1, 2, 4, 6, 7, 8, 16, 32, 52}, P = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 52};

m = 252 : D = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 192, 200, 204, 205, 206, 208, 224, 240, 248, 252},

B = {1, 2, 4, 6, 7, 8, 16, 32, 64, 128, 192, 224, 240, 248, 252},

P = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 192, 224, 240, 248, 252}.

在m = 252时，直接增量构造的 90%和 99%阈值只能定位为 129—192和 201—
208；布朗桥分别为 2和 7—8；PCA分别为 1和 2。布朗桥在该监测数出现 2次原始
曲线单调性违例，PCA出现 5次，均被保留而未作单调化。
因此更准确的表述是：两类结构诊断与后续误差结果呈现一致方向，而不是路径

特征值 “完全解释”收益误差，更不能由此推断未估计的叠加有效维数。

5.3 纯 RQMC定价误差
在 12个 (m,N)场景中，布朗桥和 PCA相对直接增量构造的 24项纯 RQMC比

较均满足 RMSE比和平方误差差的双重区间条件。
布朗桥的 RMSE比范围为 0.1032—0.3606，即相对直接增量构造下降 63.94%—

89.68%；PCA的范围为 0.0203—0.1562，即下降 84.38%—97.97%。

Nominal paths N

10 4

10 3

10 2

10 1

RM
SE

RQMC, m = 12

Nominal paths N

RQMC, m = 52

Nominal paths N

RQMC, m = 252
Direct
Brownian bridge
PCA

210 211 212 213 214 215 216

Nominal paths N

10 4

10 3

10 2

10 1

RM
SE

RQMC+CV, m = 12

210 211 212 213 214 215 216

Nominal paths N

RQMC+CV, m = 52

210 211 212 213 214 215 216

Nominal paths N

RQMC+CV, m = 252

图 3 两种估计器下三种路径构造的 RMSE / RMSE by estimator and path construction

图3以估计器和监测数分面；四个样本量只用于描述有限样本变化，不据此拟合
或宣称渐近收敛阶。
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以共同的 N = 214 为例，布朗桥在 m = 12, 52, 252 的 RMSE 比分别为 0.2275、
0.1273 和 0.1291；PCA 分别为 0.0664、0.0525 和 0.0302。三种监测数下两个候选的
RMSE比区间上界均低于 1，平方误差差区间上界均低于 0。

H1的主集合只包含m = 52, 252的 8个布朗桥单元，实际 8/8满足双重条件；H2
的 PCA性能部分也为 8/8，且两个中高维监测数的路径 90%与 99%阈值都早于直接
增量构造。因此 H1和 H2按预设规则均判为支持。在本文考察的参数网格中，PCA
的 RMSE表现整体优于布朗桥；由于实验设计并未预设二者的固定排序，本文不将这
一有限网格中的观察外推为一般结论。

5.4 RQMC与几何控制变量联合结果
加入几何控制变量后，在 12个 (m,N)场景中的 24项候选构造比较中，布朗桥和

PCA相对直接增量构造仍均满足双重区间条件，但相对下降幅度小于纯 RQMC。布朗
桥的 RMSE比为 0.2696—0.6175，对应下降 38.25%—73.04%；PCA为 0.1014—0.3871，
对应下降 61.29%—89.86%。

在 N = 214 时，布朗桥在 m = 12, 52, 252的 RMSE比分别为 0.6155、0.4036和
0.3179；PCA分别为 0.2559、0.1494和 0.1460。
加入几何控制变量后的衰减模式与其吸收部分共同收益变化的解释一致，但本研

究没有识别因果机制。比值尺度变化、同一样本估计控制系数、算术收益的非光滑执

行价边界、剩余误差结构变化和有限样本波动都可能影响观察到的幅度。现有结果不

足以说明两类方法之间存在完全替代关系，也不足以识别上述衰减模式的因果机制。

5.5 路径构造与控制变量的联合表现

H4的衰减统计量定义为 log(ρCV)− log(ρRQMC)；正值表示加入 CV后相对直接增
量构造的路径构造改善较小。在 8个中高维单元中，布朗桥和 PCA各自的 8个衰减
区间下界都高于 0，跨单元中位数分别为 0.7973和 1.0319。
同时，RQMC+CV中的额外改善对两个候选均为 8/8双重区间支持，覆盖两个监

测数。两个预设维度均满足，H4判为支持。

5.6 监测维数下的相对改善变化

在预设的 32项跨监测数比较中，固定参考下 27项边际 Bootstrap区间未跨 0，传
播参考得到相同计数，显示相对改善幅度在当前网格中具有广泛但并非统一的监测数

差异。按预先设定的判定规则，H3的结果与研究预期一致；但这一判定只表示满足
预设计数门槛，不等同于家族级统计检验通过。

这些区间没有多重性调整，32项比较也不是相互独立的家族级总体检验；因此不
能据此给出总体显著性结论，也不表示布朗桥与 PCA之间存在固定排序。
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5.7 RMSE与计算效率
路径构造的额外计算成本没有改变本次正式网格中的排名。纯 RQMC中，布朗桥

相对直接增量构造的 RMSE2×平均运行时间比为 0.0118—0.1331，PCA为 0.000412—
0.0240；RQMC+CV中相应范围为 0.0768—0.4001和 0.0103—0.1481，均低于 1。
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Points and bars are marginal 95% paired-bootstrap intervals; the horizontal line is Direct = 1.

图 4 相对直接增量构造的 RMSE比与联合时间效率比 / RMSE and joint-efficiency ratios relative to
direct increments

图4的列分别报告 RMSE 比和 RMSE2× 平均运行时间比，行区分 RQMC 与
RQMC+CV；点和误差条均为边际配对 Bootstrap区间，水平线 1是直接增量构造基
准。计时字段包含完整共享 Sobol生成和逆正态时间以及在线路径、收益与估计计算，
但不包含一次性 Bridge/PCA预计算、I/O或进程启动。13条时间警告全部保留，因
此效率比较仅对应当前硬件、热缓存实现和预先规定的在线计时口径。

24个 (estimator,m,N)单元的RMSE排序和联合效率排序完全相同，均为 PCA、
布朗桥、直接增量构造，排名发生变化的单元为 0。
因此 H5未得到支持。这不表示三种构造成本相同，只表示在既定运行时间口径、

本机实现和正式网格内，成本差异没有大到改变排序。

5.8 预设假设结果汇总

表3依据预先设定的判定标准汇总结果。固定参考和传播参考给出相同判定；在
24个组合中均未观察到 RMSE排序与效率排序的反转，因此 H5未得到支持。
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表 3 核心比较与预设判断

Panel A：N = 214 时相对直接增量构造的核心比较

m 估计器 构造 RMSE比 [95%边际配对区间] 联合效率比 [95%边际配对区间]

12 RQMC 布朗桥 0.2275 [0.1892, 0.2693] 0.0551 [0.0381, 0.0770]
12 RQMC PCA 0.0664 [0.0520, 0.0833] 0.0044 [0.0027, 0.0069]
12 RQMC+CV 布朗桥 0.6155 [0.5066, 0.7533] 0.4001 [0.2706, 0.5986]
12 RQMC+CV PCA 0.2559 [0.2075, 0.3147] 0.0647 [0.0425, 0.0980]
52 RQMC 布朗桥 0.1273 [0.1049, 0.1536] 0.0184 [0.0125, 0.0268]
52 RQMC PCA 0.0525 [0.0320, 0.0803] 0.0027 [0.0010, 0.0064]
52 RQMC+CV 布朗桥 0.4036 [0.3325, 0.4812] 0.1809 [0.1227, 0.2570]
52 RQMC+CV PCA 0.1494 [0.1265, 0.1771] 0.0221 [0.0158, 0.0312]
252 RQMC 布朗桥 0.1291 [0.1078, 0.1575] 0.0191 [0.0133, 0.0285]
252 RQMC PCA 0.0302 [0.0241, 0.0378] 0.0009 [0.0006, 0.0014]
252 RQMC+CV 布朗桥 0.3179 [0.2657, 0.3816] 0.1084 [0.0755, 0.1564]
252 RQMC+CV PCA 0.1460 [0.1245, 0.1702] 0.0213 [0.0155, 0.0288]

Panel B：预设判断及其学术边界

假设 主要结果 结果判定 解释范围

H1 布朗桥纯 RQMC 中高维 8/8 满足双重
区间条件

支持 仅当前m,N 网格

H2 PCA路径阈值提前且中高维 8/8满足性
能条件

支持 路径集中不等于收益有效维数

H3 32个跨m比较中 27个边际区间不跨 0 与预期一致 根据预先规定的描述性规则；无家族级

推断或多重性调整

H4 两候选额外改善各 8/8，且呈现正的衰
减对比

支持 结构一致性，不是机制识别

H5 24个单元中 0个排名改变 不支持 依赖本机、实现和效率定义

注：固定参考与传播参考给出相同判定；在 24个组合中均未观察到 RMSE排序与效率排序的反转，因此 H5未得
到支持。
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6 稳健性与研究边界

6.1 数值参考不确定性传播

固定参考与传播参考的 144 行路径构造比较分别保存。传播分析不使用正态近
似，而是重采样对应监测数的参考随机化，并在同一复制内让全部方法共享参考抽样

值。H1—H5在两种参考模式下的等级完全一致，最终谨慎判定没有因参考传播而改
变。

这说明当前判断对已建模的参考随机化较稳定，但不把参考价格变成数学精确

值，也没有涵盖模型设定误差。m=252 另有不同路径构造的独立交叉检查；m=12 和
m=52没有同等级的跨构造交叉检查，因此传播分析处理的是已记录随机化不确定性，
不能排除共同实现或模型设定偏差。

6.2 多重比较边界

所有 Bootstrap区间均为当前场景的边际 95%区间。本文没有为跨构造、监测数、
样本量和估计器的多重比较构造同时覆盖区间，也没有报告传统意义的整体显著性控

制。H1—H5依据预先设定的规则汇总边际证据，相关结论应与完整区间共同解读。

6.3 计算时间边界

正式效率口径使用每次运行总时间的均值，中位数和 SD只作透明度补充。组内
Tukey三倍四分位距规则标记 13条运行时间警告，全部保留，没有删除或缩尾。

正式计时字段满足

total_runtime = common_input_seconds + online_cell_seconds. (6.1)

前者完整计入一次共享 Sobol点生成、端点处理和逆正态时间，并在六个方法单
元中各自记录，不是六分之一摊销；后者计入路径映射、GBM价格、收益及估计器
计算。Bridge计划和 PCA分解在正式单元前预计算并缓存，其一次性 setup另行记录
但不进入该指标；I/O、Python进程启动和垃圾回收也不计入。因而该比较更接近当
前实现下热缓存的单方法在线口径，而非冷启动、摊销部署或完整端到端成本。

13条警告反映系统调度、缓存和解释器状态可能影响短时计量。时间和联合效率
结论只适用于记录的Windows环境、12个逻辑处理器、代码实现、循环移位执行顺
序与分块策略；实验未记录 BLAS线程、CPU频率或预热状态，不能据此比较所有硬
件和部署方式的总成本。

6.4 可复现性与实现边界

共享随机化 Sobol点与逆正态矩阵使路径构造差异具有配对关系；完整重复块联
合 Bootstrap保持了这种依赖。实验记录没有缺失方法、重复键、失败单元或非有限
估计，并可由机器可读配置和复现材料追溯。种子映射、软件环境、完整运行日志和
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逐图逐表生成说明置于补充材料。

6.5 模型、参数与解释边界

本文只研究常利率、常波动率、无股息 GBM下的离散固定执行价算术平均亚式
看涨期权。执行价格、波动率、到期日和初始价格在路径构造主网格中固定，监测等

间隔，样本量只有四个水平；没有市场报价、校准、随机波动率、跳跃、交易成本或

其他路径依赖产品。因此结果不能解释为真实市场定价验证、交易建议或其他资产过

程上的一般结论。

路径线性方差集中、收益截断有效维数和 RMSE在本实验中呈现方向总体一致
的结构证据，但实验没有识别因果机制，也没有估计叠加有效维数。控制变量后的衰

减模式与其吸收部分共同收益变化的解释一致，但比值尺度、同样本控制系数估计、

非光滑收益边界、剩余误差结构和有限样本波动均是竞争解释。

7 结论

本文以共享随机输入的配对设计比较三种经典布朗路径构造。在本文参数设定与

计算环境下，布朗桥和 PCA相对直接增量构造均降低了 RQMC与 RQMC+CV的有
限样本 RMSE。路径线性方差和收益截断有效维数总体上与误差表现方向一致，但这
种一致性不是因果证明，PCA特征值集中也不等同于收益有效维数。
相对改善幅度在当前监测数网格中存在差异。加入几何控制变量后，路径构造的

额外改善仍然存在，但幅度通常收缩。在预先规定的在线计时口径下，24个单元均未
出现 RMSE排序与 RMSE2×平均运行时间排序的差异，因而关于排序可能改变的预
设预期没有得到支持。

本文的主要贡献是，在统一的共享随机输入框架下，对三种经典路径构造的结构

特征、有限样本误差及在线计算效率进行配对比较，并量化控制变量加入前后的相

对表现。后续研究可进一步考察执行价格、波动率以及不同硬件和冷启动实现对误

差—时间权衡的影响。上述结论限于本文的模型、参数网格和计算环境。

A v0.1基础方法比较
早期基础实验先于路径构造协议，在直接增量构造下比较普通 MC、对偶变量、

单独几何 CV、RQMC和 RQMC+CV。它只为本研究选择 RQMC及几何控制变量提
供背景，不属于路径构造 H1—H5的正式证据；完整表格和参数敏感性结果保留在复
现包中。

早期 Bootstrap因不同方法使用不同随机种子而采用独立重采样；路径构造实验
则通过共享输入形成真正的配对重复。两个版本回答的问题和推断单位不同，不能把

早期结果并入路径构造假设的计数。
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B 有效维数补充结果

收益前缀闭合效应的 92组汇总与 18个阈值括区保留在可复现性材料中。

图 B1 完整收益前缀闭合效应曲线

完整配对 Bootstrap区间以及数值参考、运行时间边界和复现说明保留在配套复
现材料中，不在正文中重复列示。

数据与代码可用性

本研究的计算代码、环境说明、正式实验记录、处理数据、分析脚本及图表生成

流程已整理为复现材料，可向作者合理索取。
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作者声明不存在与本文研究相关的利益冲突。
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